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一変数有理函数の函数合成積への分解について
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概 要

We consider the problem of the following: for the given non-constant univariate function F,
determine whether there exist functions F1 and F2 such that F = F1◦F2 i.e. F(x) = F1(F2(x))
and if they exist construct them explicitly. This problem must be associated with a set of
condition to what class of function for each F, F1 and F2 belongs. Solution for the following
cases have already been known:
(1) F is a polynomial function and both F1 and F2 are also polynomial functions.
(2) F is a rational function and both F1 and F2 are also rational functions.

In this paper, in a manner as elementary as possible, the following two cases are treated:
(3) F is a rational function and F1 is a rational function and F2 is polynomial.
(4) F is a rational function and F1 is a polynomial and F2 is a rational function.

1 はじめに
「多項式を多項式の合成積に分解する問題」，および「有理函数を有理函数の合成積に分解す

る問題」は，参考文献に挙げたいくつかの論文により，既に解法が与えられている．

「多項式を多項式の合成積に分解する問題」については，[1, 13, 6, 8, 9, 2, 5, 12]，および「有

理函数を有理函数の合成積に分解する問題」については，[2, 4, 15, 14, 10]がある．更に「代数

函数の分解の問題」については [7]がある．

本論文では，やや制限の強い形である「有理函数の多項式と有理函数の合成への分解」および

「有理函数の有理函数と多項式の合成への分解」を見出す方法を扱う．問題の解法は初等的で具

体的に構成が可能な方法として記述した．

2 有理函数の分解（有理函数と多項式の合成積への）
定数ではない有理函数 Rが与えられたとき，有理函数 R1 と多項式 Pの合成積 R = R1◦Pに分

解できるか判定し，可能であるならば構成する問題を扱う．

まず R1, Pは定数ではないことはすぐにわかる．有理函数 Rが互いに素な多項式 N, Dにより

分数式として R(x)≡N(x)/D(x)と書けて，有理函数 R1 が互いに素な多項式 A, Bにより分数式と
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して，R1(y)≡A(y)/B(y)と書かれるとする．（但し，D, Bは monicに規格化してあるとする．）合

成積の関係を表すと，
N(x)
D(x)

=
A(P(x))
B(P(x))

である．A(y), B(y) は互いに素な y の多項式だから，y の適当な多項式 α(y), β(y) をとると，

α(y)A(y) + β(y)B(y) = 1 が成り立つ．すると α(P(x))A(P(x)) + β(P(x))B(P(x)) = 1 だから，x

の多項式として A(P(x))と B(P(x))は互いに素であることがわかる．N(x)と D(x)も互いに素だ

から，適当な非零の定数 ρにより N(x) = ρ·A(P(x)) , D(x) = ρ·B(P(x))と書ける．

可逆一次変換による不定性を除く為に，Pは monicで定数項は 0と制限しよう．分母の多項

式 D(x), B(x)も monicに規格化されていると仮定してある．すると，D(x)と ρ·B(P(x))の主係

数の比較から ρ = 1だから，N(x) = A(P(x)) , D(x) = B(P(x))となる．

以上のことから「与えられた有理函数 Rが有理函数 R1 と多項式 Pの合成積として R = R1◦P
と分解できるか」という問題は，「Rの分子と分母の多項式 N と Dが共通の多項式 Pを右側因

子に持つ多項式の合成積として分解できるか」，すなわち N = A◦P, D = B◦Pとなるような多項
式 A, B, P の組合せがあるかという問題に帰着する．（多項式の合成積分解の決定法は既に解決

済みである．）

次数の比較からは deg N = deg A· deg P , deg D = deg B· deg Pが必要である．合成積演算の単

元である一次多項式は含めないので deg(P) > 1とする．deg Pを gcd(deg N, deg D)の約数とし

て可能性をすべて列挙して仮定し，N と Dの多項式としての合成積分解が共通な右側因子の多

項式 Pにより N = A◦P, D = B◦Pと書けたとする．そのとき R1(y) = A(y)/B(y)と置くと，与え

られた有理函数 R(x) = N(x)/D(x)は合成積への分解 R = R1◦Pを持つ．
注意:多項式 N,D, Pの xによる微分を Nx,Dx, Px と書き，A(y), B(y)の yによる微分を Ay, By

と書くと，Nx(x) = Px(x)Ay(P(x)), Dx(x) = Px(x)By(P(x))であるから Px はG≡gcdx(Nx,Dx)の因

子でなければならない．

以下，議論の簡単の為に体の標数は 0とする．例えば，多項式 G が定数ならば Px は高々一

次多項式であり，分解は自明なものになる．ランダムに選ばれた多項式 N, Dに対しては，ほと

んどの場合に Gは定数となるから，この予備試験は効率が良い．多項式Gの次数が低い場合に

は，Gの因数分解も手間が少ないのでGを割り切る因子として Px の候補を列挙し調べることも

考えられる．その場合の候補は，条件 deg Px + 1 = deg P(> 1)が gcd(deg N, deg D)の約数であ

る，を満たすものに限定できる．Pの定数項は 0だから Px から Pが決まる．

3 有理函数の分解（多項式と有理函数の合成積への）
今度は，ある与えられた定数函数ではない有理函数 R が多項式 P と有理函数 R2 の合成積

R = P◦R2 として表せるかという問題を扱う．

R が互いに素な多項式 N, D により R(x)≡N(x)/D(x) と書かれるとし，さらに R2 も互いに素

な多項式 A, Bにより R2(x)≡A(x)/B(x)と書かれるとする．多項式の係数は体 K に含まれるとす

る．一般性を失わずに分母の多項式 D, Bは monicとする．
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3.1 問題は deg N≤ deg Dに制限できる

最初から deg N≤ deg Dなら何もしなくてよい．

そこで deg N > deg Dとする．その場合には，分母の定数項が非零なら x′ = xとし，分母の定

数項が零ならば xの適当なシフト x′ = x − x0 を行なって分母の定数項を非零にする．その後に

x′ = 1/t と置いて Rを変換した有理函数 R′(t)は，t についての分子の次数が分母の次数以下と

なる．（注意:ここでのプライムは導函数を意味しない）

証明 x′ = x − x0 により N(x) = N′(x′), D(x) = D′(x′) , deg N′ = deg N, deg D′ = deg D .

さらに N′(x′) は x′ の丁度 δ-巾 (δ≥0）で割り切れるとすると N′(x′) = N′(1/t) = N′′(t)/tdeg N，

deg N′′ = deg N − δで，N′′(t)の定数項は非零．また D′(x′)は構成より定数項が非零で x′ では割

れないから，D′(x′) = D′(1/t) = D′′(t)/tdeg D，deg D′′ = deg Dで，D′′(t)の定数項は非零．する

と，deg N−deg Dだから R′(t) = N′′(t)/
{
t(deg N−deg D)·D′′(t)

}
となる．この有理函数 R′(t)の分数表

現の式は既約で，分子の次数は deg N − δであり，分母の次数は (deg N − deg D)+ deg D = deg N

となる．よって tの有理函数 R′(t)の分子の次数は分母の次数以下となる．

Rから R′を作ることは，右から可逆な分数一次変換 Lを合成することにあたる．もしも合成分解

R = P◦R2 が存在すれば，その両辺に対して Lを右から合成して R′ = (R◦L) = P◦(R2◦L) = P◦R′2
である．

すると有理函数 R′(t)の分解 R′ = P◦R′2 には，R = P◦R2 , R2 = R′2◦L−1 が対応する．このこと

から，合成積への分解 R = P◦R2 を考察するときには，問題を前処理により deg N≤ deg Dの場

合に帰着できる．以下の考察では有理函数は deg N≤ deg Dを最初から満たすとしてよい．

3.2 考察は deg A < deg Bに限定できる

deg A > deg Bなら deg P > 0だから deg N > deg Dになる．deg P = 0は Rが定数なので除

外してある．それゆえ deg N≤ deg Dならば deg A≤ deg Bでなければならない．

deg A = deg B > 0ならば，Aの主係数を c,0とすると，A′ = A−cBとすると，A/B = c+A′/Bで，

deg A′ < deg Bである．P(c+y) = P′(y)とおくと n = deg P = deg P′である．（deg A = deg B = 0

は Rが定数となるから除外する．）R = P(A/B) = P(c + A′/B) = P′(A′/B)により deg A = deg B

を満たす解があれば，deg A′ < deg Bを満たす解がある．

よって最初から deg A < deg Bの場合に限定してよい．

3.3 考察を deg N < deg D, P(0) = 0に限定できる

deg N = deg Dの場合は，Rから定数 `c(N)/`c(D)を引くと，deg N < deg Dの場合に帰着で

きる．これは多項式 P の定数項を変更することに相当する．逆に，P の定数項を変更すると，

deg N < deg D の場合を deg N = deg D の場合に変更できる．このことから，以下では最初か

ら deg N < deg Dとしてよい．さらに，x→∞では deg A < deg Bにより y = A/B→ 0，さらに

deg N < deg Dにより R = N/D→ 0である．したがって P(0) = 0，つまり多項式 Pの定数項は

0になる．そこで，以下では y = 0が P(y)のちょうど m-位の零点 (m > 0)とする．（無限遠 ∞
の使用や極限操作を避けるには x→∞の代わりに x = 1/tと変数を置換した式を整理して t = 0

に置く．）
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3.4 多項式 Bの決定

条件 R = P◦R2 を多項式の関係で表すと，

N
D
= P
(A

B

)
=

P̂(A, B)
Bn .

但し P(y)は一次多項式ではないとし，nは deg Dの約数．deg P = n > 1で主係数 pn = `c(P),0，

y = 0がちょうど m-位の零点だとすると pm,0で，

P(y)≡
n∑

i=m(>0)

piyi = pmym + · · · + pnyn ,

P̂の定義は

P̂(A, B)≡
n∑

i=m

piAiBn−i = pmAmBn−m + · · · + pnAn .

An と Bは互いに素で，pn,0だから，P̂(A, B)と Bは互いに素．よって P̂(A, B)と Bn も互いに

素． N と Dも互いに素だから，上の有理式の関係を多項式の関係に書くと，ある非零な定数 ρ

によって

N = ρ·P̂(A, B) , D = ρ·Bn

となるが，B, Dは予め monicとしてあるので，Dと ρ·Bn の主係数の比較から，ρ = 1が判明し，

N = P̂(A, B) , D = Bn

となる．monic多項式 Dが体 K の係数を持つ多項式のちょうど n-巾であることが必要で，Dの

n-巾根の monic多項式が Bである．

n-巾根の計算は x = 1/tとし，tの多項式 D′, B′ の定義を

D′(t) ≡ tdeg D D(1/t) , B′(t) ≡ t(deg D)/n B(1/t)

とすると（注意:ここのプライムは導函数の意味ではない），関係は (B′)n = D′ となる．変数 xの

多項式の主係数は変数 tの多項式の定数項だから，B′(0) = 1になる．

nが体 K の標数で割れなければ，巾級数に対する Newton法を用いて初期値を 1から始めて

反復法により D′ の n-巾根として tの巾級数の形で B′ が高速に求められる．

B′(t)の巾級数が (deg D)/n-次多項式なら B(x)が決まるが，B′(t)の巾級数が (deg D)/n-次まで

で切れなければ B(x)の解は無い．

注: 体の標数が 0でなく nが体の標数で割り切れる場合は，n-巾根を求めるのに

Newton法を（導函数が恒等零になるので）直接使えない．nが標数のちょうど e-

巾の数 qで割れるとし n = qn′ と置くとき，

D(x) = (B(x))n = {(B(x))q}n′ =
(
B̂(xq)

)n′
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但し，(B(x))q = B̂(xq)で，B(x) =
∑deg B

i=0 bixiのとき，̂B(s) =
∑deg B

i=0 (bi)qsi . D(x)は

xq の多項式 D̂(xq)であることが必要で，そのとき s = xq と置くと，

(B̂(s))n′ = D̂(s)

B̂(x)と D̂(s)は monicで，n′ は体の標数と素だから，D̂の n′-巾根となる B̂が（存

在すれば）Newton法で求められる．さらに B(x)が存在するためには B̂(s)の全て

の係数が体 K の元の q-巾として表せることが必要充分である．

3.5 多項式 Aの候補の決定

関係 N = P̂(A, B)から多項式 Aを解くことが残っている．Aは 0ではないから monicとする．

（係数の規格化は，R2 の左側からの可逆一次変換の合成だから無視できる．）

deg A < deg Bが仮定できることは示してあるので P̂(A, B)の各項 pkAkBn−k,（1≤k≤n)は，pk,0

なら kが小さいものほど次数が高いとしてよい．

m > 0を pk,0を満たす kの最小値とすると，次数の比較から deg N = (n−m) deg B+m deg A

であり，m = (deg D − deg N)/(deg B − deg A)でなければならない．

係数 p0, · · ·, pm−1 は零で，pm,0であり，`c(B) = 1で `c(A) = 1だから，`c(N) = pm である．

さらに，

N =
n∑

i=m(>0)

piAiBn−i

であり，A, Bは互いに素だから，N は Aのちょうど m-巾 (m > 0)で割り切れる．

以上のことから，「体 K 上での一変数多項式の因数分解」を用いると，

• Aの係数は体 K に属し，monicである．

• deg A < deg Bを満たす．

• Aは N をちょうど m-巾で割る．

という条件を満たす多項式 mと Aの候補をすべて列挙することができる．

3.6 多項式 P(y)の係数決定の一方法

上の条件を満たす B, m, Aの候補の組が与えられたとき，以下の手順により関係 N = P̂(A, B) =
n∑

i=m

piAiBn−i を満たすように多項式 P(y) =
n∑

i=m

piyi の係数である pi を決めると，Pの存在判定と

存在する場合の構成ができる．

Um ⇐ N/Amと置く;
以下の処理を i = m, . . . , nについて順番に行う :

Uiの次数が高々 {(n − i) deg B}でなければ失敗;
Uiの {(n − i) deg B}次の係数を piとする;
Ui − piBn−iがAで割り切れなければ失敗;
Ui+1 ⇐ (Ui − piBn−i)/Aとする;
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多項式 P(y)の係数 pi, (i = m, . . . , n)が途中で失敗せずに求まったら，R(x) = N(x)/D(x) = P(y),

y = R2(x) = A(x)/B(x)と分解される．すなわち R = P◦R2 となる組合せが得られる．可能な分

解を全て得るには，Aの候補全てについて調べる必要がある．

4 後書き
「有理函数を多項式と有理函数の合成積に分解する問題」あるいは「有理函数を有理函数と多

項式の合成積に分解する問題」は，（多項式は有理函数でもあるから）どちらも「有理函数を有

理函数の合成積に分解する問題」として解いた後に，因子の片方が多項式と（一次多項式と一次

分数式による変換に関して）同値であるかの判定を加えることに帰着可能ではあるが，それより

も本論文のように特殊性を用いて専用の扱いをする方が効率的と思われる．

数式処理としては，有理函数以外の函数や，多変数化された問題（既に [1]で部分的に扱われ

ている），連立化された問題などに扱う対象の範囲を拡げることが興味深い．
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